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Modelacao dinamica

Desenvolvimento de modelos de simulacao
dinamica

Solucao de equacoes diferenciais utilizando
0s métodos de Euler e Runge-Kutta

Resolucao simplificada de equacoes de
derivadas parciais

Estimacao de parametros



Modelacao dinamica

 Verificacao de modelos
 Analise de politicas
« Caos



Desenvolvimento de modelos de
simulacao dinamica

« Desenvolvimento preliminar do modelo
— Definicao do problema e objectivos do modelo
— Definicao dos limites do modelo
— Descricao verbal

— Diagrama causal (definicdo das variaveis e
relacOes de dependéncia, analise de ciclos de
retroaccao)




Desenvolvimento de modelos de
simulacao dinamica

» Desenvolvimento das equacOes do modelo
— Definicao preliminar das equacoes do modelo
— Analise dimensional
— Determinacao das relacoes quantitativas
— Quantificacao dos parametros
— Teste de validade da estrutura do modelo



Desenvolvimento de modelos de
simulacao dinamica

Resolucao das equacoes do modelo
— Escolha do método de integracéao
— Programacao ou escolha de software apropriado

Estimacao dos parametros
Verificacao do modelo
Analise de sensibilidade
Analise de politicas



Solucao de equacoes diferencials

utilizando o método de Euler
dP/dt= P*F - P/E

P= Pegt + At (BR - DR 1)
P,= 4000000

BR =P *F

F=0.05

DR ;= P/E

E=50

DT=1 (ano)



Solucao de equacoes diferencials
utilizando o metodo de Euler

Tempo, a P, hilioes BR, b/a DR, b/a BR-DR,n/aDT(BR-DR
0 4 0.2 0.08 0.12 0.12
1 412 0206 00824 0124  0.124
24244 0212 008 0127 0127
3 4311 0219 0087 0132 0132



Solucao de equacoes diferenciais
utilizando o metodo de Runge Kutta

X+ = X, + h f(x,, t.) (metodo de Euler,
Runge Kutta de 1* ordem) (h € o “dt” do
exemplo anterior)

X1 = X, +hf(x,+h/2f(x, 1)t +h/2)
(metodo de Runge Kutta de 22 ordem)



Solucao de equacoes diferenciais
utilizando o metodo de Runge Kutta

Xop1 = X, + /6 (K1 +2 k2 +2 k3 + k4)
where
k1="1(x,t)
k2 = f(x, + hk1/2, t. + h/2)
k3 = f(x, + hk2/2, t. + h/2)
k4 = f(x, + hk3, t, + h)

(Método de Runge Kutta de quarta ordem)

Erros do métodos E= C.hk, em que C é uma constante e k, a
ordem do meéetodo



Solucao de equacoes diferencials
utilizando o metodo de Euler

« Sistemas de duas equacoes diferencials

dy,/dt=f(y,, ¥,)
dy,/dt= g(y,.Y>)

Y11= Y i HIY 1 Y o p)dt
Yoit=Yo2i T Oy 15 Y 2)dt



Resolucao simplificada de
equacoes de derivadas parcials

Equacao de difusao

oc(x.t)/ ot= D d%c(x,t)/ ox?
em que c representa a concentragdo de um contaminante numa direccao ao

longo de um eixo representado por x e ao longo do tempo t com um
coeficiente de difusdo D

representacdo simplificada:

c =Dc
t XX



Resolucao simplificada de
equacoes de derivadas parcials

Condicéo de fronteira x=1 (c1,t)=0

I
SE i+1
X [
X-S -1

Condicéo de fronteira x=0 ¢(0,t)=0
t t+r



Resolucao simplificada de
equacoes de derivadas parcials

C — [c(X, t+r) - c(X,)]/r
da definicao de derivada parcial

c ~ limite{[c(x, t+r) - c(x,)]/r}

r->0



Resolucao simplificada de
equacoes de derivadas parcials

De forma similar
C = [Cx(X *8,1) - C(X,1)]/s=
1/s { [c(X + 2s, t) - c(X+s,t)]/s - [c(X+s,t) -
c(x,D)]/s}=
[c(X+25s,t)-2¢c(X+S,t)+C(X,1)]/s2
Esta expressao &, no limite, idéntica a:
[c(X+s,t)-2¢(X,t)+C(X-S,t)]/ §°



Resolucao simplificada de
equacoes de derivadas parcials

Substituindo na equacao de difusao e
rearranjando:

c(x,t+r)=c(x,t) + D. r/s? [c(X+s,t) - 2¢(X,t) +
c(X-s,t)]

em termos das linhas i e colunas j, obtemos:

Cij=Ci;+D. r/s?[c +1j - 2C it Ciqjl

podemaos assim mover-nos na grelha

progressivamente de t=0 até ao final do
periodo T de simulacao



Estimacao de parametros

 Estrutura de um modelo esta ligada aos
valores dos seus parametros

e y=(1-a) x+ 2z
—sea=0,y=x+z
—se a=1, y=z



Estimacao de parametros

 Tipos de parametros
— factores de conversao
* poluicdo per capita
— multiplicadores
o factor de fertilidade

— parametros em equacdes empiricas e tedricas

« modelos de qualidade da agua, leis de fisica e
equacOes macroeconomicas



Estimacao de parametros

* Sistema generico
X(t)= A* X(t-1) + W(t)
Z(t)= X(t) + V(1)
em que:

X= estado do sistema
Z= observacoes de X
A= parametro a estimar
W(t)= erro do modelo
V(t)= erro da variavel



Estimacao de parametros

 Meétodo das tentativas

— admite-se um valor para A e simula-se o
modelo com esse valor sem qualquer referéncia
aos dados

— compara-se a trajectoria definida pelos dados e
0s obtidos pelo modelo, calculando-se a soma
dos residuos ao quadrado (S= X (Zi - Xi)?)

— se A foi estimado correctamente, esta soma €
nula ou quase nula



Estimacao de parametros

« Método das tentativas (cont.)

— Prova-se que se W(t)= 0, pode-se obter um erro
minimo com um valor incorrecto para A
utilizando este método porque se ignoram 0S
dados no processo de estimacao



Estimacao de parametros

« Método recursivo dos minimos quadrados

— Neste método simula-se o modelo
reinicializando o sistema em cada dado. O
meétodo tende para uma boa estimacao de A se
V(t)=0, falha se V(t)=0



Estimacao de parametros

« Método de filtragem optima

— O meétodo baseia-se na reinicializacao do
sistema em cada ponto com o valor de X(t)
mais provavel.

— Este valor ¢ calculado atraves de um processo
de filtragem optima. Deste modo evitam-se 0s
erros do método anterior quando V(t)=0



Verificacao dos modelos

 Verificacao interna
— coeréncia da estrutura interna do modelo
— defensabilidade das relacOes entre as variaveis
— dimensodes consistentes nas relacoes entre
variaveis
— programa de computador executa o0 modelo da
forma planeada (verificacao passo a passo do

programa, confrontando valores obtidos com
outros determinados manualmente)



Verificacao dos modelos

 Verificacao externa

— comparacao de duas amostras: uma amostra de
numeros Xi obtidos para uma variavel X
utilizando o modelo e uma amostra de dados
reais. Estas amostras caracterizam-se por
parametros como a media e a variancia.

— se 0 conjunto de numeros Xi e suficientemente
grande e os valores sao independentes entre si,
admite-se que seguem uma lei normal.



Verificacao dos modelos

 Verificacao externa (cont.)

— Nesta situacao, podem-se efectuar testes de
hipoteses (recorrendo a testes como o Chi
quadrado).

— Se os valores de Xi nao sao independentes entre
si, devem-se considerar apenas o0 quarto ou
quinto valor na amostra. Deste modo, reduzem-
se os efeitos de dependéncia.



Verificacao de modelos

 Verificacao externa (cont.)

— Nem sempre se dispOe de dados reais. Nestas
ocasides recorre-se a metodos como a:

« analise de sensibilidade- determinacéo dos efeitos
das variacoes em parametros dos modelos

» testes de Turing- consulta de peritos solicitando a
analise dos resultados dos modelos



Analise de politicas

« Num modelo de simulacao existem dois
tipos de variavels relevantes em gestao:

— variaveis de controlo (normalmente taxas)
— variaveis de impacte (variaveis de nivel)

« Um conjunto de valores para as variaveis de
controlo define uma estrategia

 Para cada estratégia, obtem-se uma
trajectoria para cada variavel de impacte.



Analise de politicas

« Estas trajectorias sao vectores. Para
comparar estratégias j ha que comprimir
esses vectores em escalares, calculando 1Vj:

IV i=Zwy. IV, Zti=P |VAMEstfatégial
J Estratégia 2

em que:
S - AN
IV ;€ a média, maximo, minimo, moda, mediana,

somatorio ou outro indice representando a trajectoria da
variavel de impacte IV para o intervalo ti

ti & intervalo de tempo no periodo de simulacdo P
W,; € 0 peso atribuido ao intervalo de tempo ti




Analise de politicas

 Utilizando um meétodo de visualizacao de
valores (ver decisao com critérios
multiplos), onde cada eixo representa uma
variavel de impacte Vi, podemos escolher
as estrategias mais apropriadas.

dV1I o 4 IV2 L IV3
| Estrategial

/>< Estratégia 2

/ ~  Estratégia 3




Caos

» Modelos de simulacao partindo de situacoes
marginalmente diferentes conduzem a
solucOes substancialmente diversas

o Sistemas de retroaccao negativa de segunda
ordem com um apreciavel valor de
retardacao e elevados incrementos nos
valores das variaveis de estado produzem
comportamentos cadticos



Caos

 Analise do caos Inicia-se pela determinacao
de todos os atractores do sistema. Os
atractores sao objectos geométricos obtidos
nos diagramas de fase (grafico obtido com
os valores assumidos pelas variaveis de
estado em cada instante do tempo).



Caos

 EXistem trés tipos de atractores:
— Ponto, correspondente a uma situagao de 4
equilibrio -,
— Periddico, a correspondente a um ciclo ]_Cf

— Cadtico, onde 0 movimento parece ser
Inteiramente aleatorio




Caos

 Variacoes nos parametros dos modelos
dinamicos conduzem a mudancas nos
diagramas de fase.

 Se essas mudancas nao sao significativas, o
sistema é considerado estruturavelmente
estavel.

« Se 0 humero ou tipo de atractores muda,
diz-se gue se produziu uma bifurcacao.



Caos

A variacao de valores num parametro do
modelo pode entao fazer o modelo passar de
bifurcacdo em bifurcacao até se atingir o
Caos.

 Os graficos de Poincaré, consistindo na
representacao dos valores (X, X ) Sao
tambem utilizados na deteccao de situacoes
caoticas



